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Пропонується метода, у якій комбінуються самоузгоджені розрахунки 
моновакансії у металі без урахування зовнішньої поверхні та розрахунки 
в моделю стабільного желе для металу з однорідним об’ємом та пласкою 
поверхнею, але пониженою густиною атомів, зумовленою існуванням ді-
рок-вакансій з відносною концентрацією cv. Використовуючи cv як малий 
параметер, усі енергетичні характеристики можна розвинути у функціо-
нальний ряд. Члени розвинення з нульовими степенями cv відносяться до 
бездефектного металу, а лінійні за cv поправки виражено через його хара-
ктеристики. Пропонується послідовна процедура знаходження потенція-
лу йонізації великого металевого кластера з радіюсом RN,v, що складаєть-
ся з N атомів і містить Nv вакансій. У наближенні ефективного середови-
ща для енергії основного стану електронів побудовано теорію збурень за 
малими параметрами Rv/RN,v та Lv/Rv (Rv та Lv — середня віддаль між ва-
кансіями та довжина розсіяння електронів на вакансії відповідно). Одер-
жані аналітичні залежності можуть бути корисними при проведенні ана-
лізи результатів фотойонізаційних експериментів і для визначення роз-
мірної залежности концентрації вакансій, в тому числі поблизу темпера-
тури топлення. 
Ключові слова: метал, кластер атомів, вакансія, метод функціоналу гус-
тини, модель стабільного желе, теорія збурень, робота виходу, потенціял 
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йонізації. 
A method combining two approaches is proposed. The first one is based on the 
density-functional theory solution within the stabilized jelly model for a 
metal monovacancy ignoring an external surface. The second one uses a solu-
tion for a defect-free metal in the presence of an external flat surface, but 
with lowered atomic density. This lowered density of atoms appears due to 
the existence of superlattice of vacancies with a relative concentration cv 
within the defect metal. Using cv as a small parameter, all metal characteris-
tics are expanded into cv-series. The zero terms of the expansion correspond 
to defect-free metal, and linear-cv corrections are expressed through its char-
acteristics. The consecutive procedure for the calculation of a size depend-
ence of ionization potential and electron affinity for a large spherical metal 
cluster of radius RN,v containing N atoms and Nv vacancies is presented. 
Within the scope of the effective-medium approach, the perturbation theory 
over the small parameters Rv/RN,v and Lv/Rv is proposed for electrons’ 
ground-state energy (Rv is the average distance between the vacancies and Lv 
is the electron–vacancy scattering length). The profile of effective potential, 
phase shifts of the scattered wave functions, and electron scattering length 
previously have been calculated by means of the Kohn–Sham method for a 
macroscopic metal sample within the stabilized jelly model. Obtained analyti-
cal dependences can be useful for both the analysis of results of photoioniza-
tion experiments and the determination of the size dependences of the vacan-
cy concentration including the vicinity of the melting point. 
Keywords: metal, atomic cluster, vacancy, density functional theory, model 
of stable jelly, perturbation theory, work function, ionization potential. 
Предлагается метод, в котором комбинируются самосогласованнûе реше-
ния для моновакансии в металле без учёта внешней поверхности и реше-
ние в модели стабильного желе для металла с однороднûм объёмом и 
плоской поверхностью, но с плотностью, пониженной вследствие наличия 
сверхрешётки дûрок-вакансий с относительной концентрацией cv. Èс-
пользуя cv в качестве малого параметра, все энергетические характери-
стики раскладûваются в функциональнûй ряд. Íулевûе членû разложе-
ния относятся к бездефектному металлу, а линейнûе по cv поправки вû-
раженû через его характеристики. Предлагается последовательная про-
цедура нахождения потенциала ионизации большого металлического 
кластера радиуса RN,v, состоящего из N атомов и содержащего Nv вакан-
сий. В приближении эффективной средû для энергии основного состоя-
ния электронов построена теория возмущения по малûм параметрам 
Rv/RN,v и Lv/Rv (Rv и Lv — среднее расстояние между вакансиями и длина 
рассеяния электрона на вакансии соответственно). Полученнûе аналити-
ческие зависимости могут бûть полезнûми при проведении анализа ре-
зультатов фотоионизационнûх экспериментов и для определения размер-
ной зависимости концентрации вакансий, в том числе вблизи температу-
рû плавления. 
Ключевые слова: металл, кластер атомов, вакансия, метод функционала 
плотности, модель стабильного желе, теория возмущения, работа вûхода, 
потенциал ионизации. 
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1. ВСТУП 
Ôазовий перехід з твердого у рідкий стан у 3D-зразках пов’язаний з 
конфіґураційним збуренням — утворенням порожнин-вакансій 
[1, 2]. Рівноважна концентрація вакансій обчислюється із термоди-
намічних міркувань при відомій енергії утворення вакансії. Ця ве-
личина може бути одержана із спектру анігіляції позитронів, лока-
лізованих у вакансії. Êонцентрація вакансій при цьому залишаєть-
ся довільним параметром [3]. 
 Експериментально встановлено, що температура топлення окре-
мих кластерів зменшується зі зменшенням їх розмірів. У процесі 
топлення дифузія поверхневих вакансій в об’єм більш вигідна для 
кластерів з незаповненими електронними оболонками, ніж для ма-
гічних кластерів [4]. Згідно [5, 6] вважається, що поблизу темпера-
тури топлення енергія утворення вакансій тим менше, чим менше 
кластер, а концентрація вакансій не залежить від його розміру. 
Проте, незважаючи на детальні мас-спектрометричні та калориме-
тричні дослідження процесу передтоплення і топлення кластерів 
(див., наприклад [4, 7, 8]), питання розмірної залежности енергії 
утворення вакансій, їх концентрації та зв’язку з процесом топлен-
ня залишається відкритим. 
 Вперше мас-спектрометричні вимірювання енергії дисоціяції 
йонізованих кластерів 
+NaN  проведені в [9], для 
+AlN  в [10], а для +LiN  в [11]. За такими даними, а також виміряним потенціялом йо-
нізації, традиційно розраховується енергія когезії нейтральних 
кластерів. Тому однією із актуальних задач, які можна сформулю-
вати у зв’язку з топленням малорозмірних аґреґатів, є визначення 
їх потенціялу йонізації. 
 Íещодавно потенціял йонізації AlN (N = 32–95) і його температу-
рна залежність в діяпазоні 65–230 Ê вимірювалися в [12]. Зі зрос-
танням температури відзначається в середньому незначне (≅ 10 
меВ) зменшення потенціялу йонізації. Температура топлення та-
ких кластерів перебуває в інтервалі 600–700 Ê [7, 8]. 
 Для кластерів з кінцевим числом атомів, енергія зв’язку визна-
чається чисельними методами. Для великих кластерів, енергія 
зв’язку зазвичай визначається виходячи з енергії основного стану в 
об’ємному конденсованому матеріялі з урахуванням першої розмі-
рної поправки ∼
1
NR
− , обумовленої кривизною поверхні [13, 14]. 
 У даній роботі розроблено процедуру, що є придатною для обчис-
лення роботи виходу електронів з металу, потенціялу йонізації та 
енергії прилипання електронів металевих кластерів, які містять 
вакансії. 
 Íа трансляційній симетрії ґратниці твердого тіла базується роз-
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рахунок роботи виходу. Тому, щоб врахувати вплив вакансій на ро-
боту виходу, доводиться припустити їх періодичне розташування у 
вигляді «надґратниці» в металі (рис. 1). Лише в цьому випадку мо-
жна говорити про вакансійне зміщення дна зони електронної про-
відности. 
 Складність полягає в тому, що об’єм металу, внаслідок наявнос-
ти вакансій, є неоднорідним, тому методом функціоналу густини в 
моделю желе потрібно вирішувати тривимірну задачу. У одновимі-
рної задачі неможливо одночасно описати набір сферично-
симетричних вакансій і пласку зовнішню поверхню металу. 
 Ìожна запропонувати підхід, в якому комбінуються рішення 
для моновакансії в металі без урахування зовнішньої поверхні, а 
також рішення для металу з однорідним об’ємом, але зниженою гу-
стиною внаслідок наявности надґратниці вакансій. У цьому випад-
ку ефективна робота виходу електронів Weff з металу може бути 
представлена у вигляді суми 
 Weff = W + dWv, (1) 
де W — характеристика, що традиційно розраховується методом 
функціоналу густини та складається з об’ємної компоненти і пове-
рхневого дипольного бар’єру. Величина dWv в (1) — це вакансійних 
внесок в об’ємну компоненту роботи виходу. В рамках методу Êо-
на–Шема і моделю стабільного желе в роботі [15] самоузгоджено 
вирішена задача про розсіяння електронів на моновакансії в мета-
лах. Обчислені фази розсіяння і представлення системи вакансій як 
«надґратниці» в металі уможливили знайти зміщення енергії осно-
вного стану електронів в об’ємі металу. 
 Ìетодично завдання вирішується в три етапи. Íа першому етапі 
для напівнескінченного 3D-металу з пласкою поверхнею (радіюс 
кривизни дорівнює нулю) методом Êона–Шема розраховуються всі 
його характеристики, включаючи енергію утворення об’ємної мо-
новакансії [15]. Другий — на основі підходу робіт [16, 17] пропону-
ється метод визначення роботи виходу, залежно від концентрації 
вакансій, заснований на функціональному розвиненні. Íа третьому 
— пропонується метод побудови асимптотичної розмірної залежно-
сти енергії прилипання електрона і потенціялу йонізації сферично-
го металевого кластера, що містить вакансії. 
2. РОБОТА ВИХОДУ ЕЛЕКТРОНІВ З 3D-МЕТАЛУ, 
ЩО МІСТИТЬ ВАКАНСІЇ 
Запишемо великий термодинамічний потенціял Ω[n] системи ме-
тал–вакуум з тиском P та об’ємом V, у вигляді функціоналу неод-
норідної електронної концентрації n(r): 
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Перший доданок в (2), — G[n], — універсальний функціонал, що 
відповідає моделю звичайного желе з енергією eJ = et + exc, що припа-
дає на один електрон, µ — хімічний потенціял електронів, третій 
доданок враховує електростатичну взаємодію в неоднорідному ме-
талі (e — одиничний позитивний заряд), останні два доданки врахо-
вують структуру йонної підсистеми [18]. Розподіл позитивного за-
ряду ρ(r) задається однорідним всередині металу і рівним нулю поза 
ним. Вектор R відповідає межі метал–вакуум, θ(x) — одинична сту-
пінчаста функція. 
 Позначимо рискою зверху значення величин в об’ємі однорідного 
металу. Енергія на один електрон в об’ємі складається з компонен-
ти звичайного желе, Ìаделунґової енергії та псевдопотенціяльної 
поправки: 
 e = e + ∆e ∆e = e +J M R, ( ) ( , ),cn w n r  
 
∂∆e
d = = e + e + = π
∂

2 2
M R R, 2 ,cWSv n w w e nrn
 
 e = − e = − e
2
M M
0
9 2
( ) , ,
10 3
Ze
n
r
 (3) 
де Rw  — усереднена по комірці Віґнера–Зайтца (радіюса r0 = Z
1/3rs) 
різниця між псевдопотенціялом йона і електростатичним потенці-
ялом однорідного позитивно зарядженого фону, rc — радіюс Àшк-
рофтового псевдопотенціялу, eM( )n  — Ìаделунґова енергія точко-
вих йонів з валентністю Z, занурених у однорідний, неґативно за-
ряджений фон, e  — власна електростатична енергія однорідного 
неґативного фону всередині комірки. Êонцентрація електронів за-
довольняє умові π =
34 3 1sr n . 
 Внаслідок механічної рівноваги металу з вакуумом, тиск в його 
об’ємі = − ∂e ∂ =
2( / ) 0P n n . Звідси випливають співвідношення 
 
e e∂∆e
= − d = −
∂
J J, .
WS
d d
v n
dn n dn
 (4) 
З першого співвідношення в (4) знаходиться рівноважне значення 
( )cr n  [18]. 
 Для напівнескінченного металу (вісь x перпендикулярна поверх-
ні поділу метал (x ≤ 0)–вакуум (x > 0)) рівноважний розподіл n(x) 
задовольняє Ойлеровому рівнянню: 
 ( ) ( ) ( ) ( / ( )) const,
WS
x e x v x G n xµ = φ + d θ − + d d =  (5) 
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а електростатичний потенціял φ(x) — Пуассоновому рівнянню 
 2 2/ 4 [ ( ) ( )], ( ) ( ), ( ) 0.d dx e n x x x n xφ = − π − ρ ρ = θ − φ +∞ =  (6) 
 З умови µ(x) = const випливає рівнозначність вибору координати 
в (5). Зручно прийняти x = −∞, де ґрадієнтні доданки обертаються у 
нуль. Тоді робота виходу електронів може бути знайдена як 
 = −µ −∞ ≡ −µ( ) .W  (7) 
 Проведемо порівняння між суцільним металом і металом, що мі-
стить вакансії. Ìеханізм утворення вакансій тут неважливий. Це 
може бути механізм за Шотткі або «видування» вакансій, запропо-
нований в [19]. Важливо, що число атомів в зразку настільки вели-
ке, що у міжвакансійному об’ємі густина речовини така ж, як і в 
суцільному зразку. 
 Проведемо усереднення концентрації зарядів по вакансійній 
надґратниці (рис. 1). В результаті цього, умова електронейтрально-
сти в об’ємі «нового, бездефектного» металу має вигляд 
 a v/(1 ),n Zn c= ρ = +  (8) 
де na — концентрація атомів, cv — відносна концентрація вакансій 
(безрозмірний малий параметер). 
 Проводячи розкладання в ряд по малим cv в умові (8) та обмежу-
ючись нульовою та першою ступенями малости за cv, запишемо 
 = + = −0 1 1 0v, ,n n n c n n  (9) 
де 
0n  — концентрація електронів суцільного металу (cv = 0). 
 За аналогією з роботами [16, 17], в яких розвинуто метод визна-
чення розмірних поправок енергетичних характеристик сферичних 
кластерів радіюса R в моделю стабільного желе (1/R — розмірний 
малий параметер), запишемо характеристики металу, що містить 
вакансії, у вигляді 
 = + + ρ = ρ + ρ +0 1 0 1v v( ) ( ) ( ) ..., ( ) ( ) ( ) ...,n x n x n x c x x x c   
 φ = φ + φ + µ = µ + µ +0 1 0 1v v( ) ( ) ( ) ..., ( ) ( ) ( ) ...x x x c x x x c . (10) 
 Це уможливлює розвинути рівняння (5) і (6) у функціональний 
ряд. Обмежившись нульовим і першим порядком розвинення (вер-
хні індекси «0» і «1» відповідно), маємо 
 
∂
µ = φ + + d θ − +
∂
0
00 0
0
( ) ( ) ( ) gradient terms,
WS
g
x e x v x
n
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∂ d∂
µ = φ + + θ − +
∂ ∂
0
2 0
1 1 1 1
0 2 0
( ) ( ) ( ) ( ) gradient terms,
( )
WS
vg
x e x n x n x
n n
 (11) 
 
φ
= − π − ρ φ +∞ =
2 0,1
0,1 0,1 0,1
2
( )
4 [ ( ) ( )], ( ) 0.
d x
e n x x
dx
 (12) 
 У виразах (11) 
0 0 0( ) ( ( ))g n x n x≡ e  — об’ємна густина енергії у на-
ближенні локальної густини (LDA). 
 При x = −∞, одержуємо 
 
∂
µ = φ + + d = −
∂
0
00 0 0
0
( ) ,
WS
g
e x v W
n
 
 
0
2 0
1 1 1 1 W
0 2 0( )
S
vg
e n n
n n
∂ d∂
µ = φ + + =
∂ ∂
 (13) 
 1 1 0 0 0 1S J v( ) ( ) / ,Je n n W c ′′ ′= φ + e + e = −    
 
Рис. 1. Ілюстрація надґратниці вакансій, cv ≅ 10
−3. У моделю елементарна 
комірка-багатогранник вакансійної надґратниці традиційно замінюється 
на сферу того ж об’єму. 
Fig. 1. Illustration of the vacancy superlattice; cv ≅ 10
−3. In the model, a unit 
cell-polyhedron of vacancy superlattice is traditionally replaced by the sphere 
of the same volume. 
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 W = W0 + W1.  
 Інтеґрування в (12) приводить до 
 
∞
−∞
 φ = − π − ρ ∫0,1 0,1 0,14 ( ) ( ) .e dx x n x x  (14) 
 Внаслідок того, що вакансійне зміщення електростатичного по-
тенціялу в об’ємі φ
1
 обумовлене лише зменшенням середньої кон-
центрації електронів та йонів в металі, по аналогії з самостиснути-
ми кластерами [16, 17], де ефект зворотній, замість (14) запишемо 
 ′φ = φ1 1 0( ) .n  (15) 
Тут і далі штрих «′» означає похідну по 
0n . 
 Використовуючи вираз ′′= e
0 0 3 0( ) ( )B n  для об’ємного модуля сти-
скання, а також формули (9) і (15), остаточно одержуємо для 
 
  
′ ′= − φ + + e  
  
0
1 0 0 0 0
J v0
( ) ( ) .
B
W en n c
n
 (16) 
 В результаті такого підходу вакансійний внесок у роботу виходу 
електрона виражається тільки через характеристики бездефектно-
го металу. 
 У наведених вище точних формулах єдині величини, які вима-
гають самоузгоджених обчислень — це значення електростатично-
го потенціялу в об’ємі далеко від геометричної межі металу φ
0
 та 
його похідна ′φ
0( ) . У таблиці 1 наведено значення компонент фор-
мул в залежності від температури. Як ми бачимо, внесок від повер-
хневого бар’єру ∼ ′φ
0( )  в W
1
 дуже значний. Він конкурує в (16) з 
об’ємним внеском (сума доданків в круглих дужках). При нагрі-
ванні металів в твердому стані, зміна розрахованих величин приве-
дена на одну вакансію, становить відсотки. 
 Для бездефектних Al та Na W
0
 = 4,30 еВ і W0 = 2,93 еВ відповідно. 
Íижче, згідно з (1), запишемо 
 = +0 1eff eff effW W W , (17) 
 0 0eff ,W W=  (18) 
 1eff 1 vW W W= + d , (19) 
де 
 v v.W Acd = −  (20) 
 Íа основі чисельного розв’язання задачі про розсіяння електро-
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нів на вакансійному потенціялі [15] одержано значення: А = 12,9 еВ 
для Al ( =
0
02,07sr a ) та А = 4,10 еВ для Na ( =
0
03,93sr a ). В цілому, 
величини 
1W  та 
1
effW  від’ємні за знаком. Ìайже у всіх випадках ле-
вову частку ефекту становить величина dWv (табл. 1). 
 Використовуючи величину енергії утворення вакансії ev = 0,66 еВ 
[20] і термодинамічне визначення відносної рівноважної концент-
рації вакансій, для Al в точці топлення одержано значення cv(Tm) ≅ 
≅ 10
−3
 [21]. Отже, внесок рівноважних об’ємних вакансій в роботу 
виходу електронів становить приблизно 0,018 еВ. За даними роботи 
[22], величина концентрації повинна бути значно вище, тоді, відпо-
відно, й ефект від вакансій збільшиться у багато разів. 
3. ЗАГАЛЬНІ СПІВВІДНОШЕННЯ ДЛЯ ПОТЕНЦІЯЛУ 
ЙОНІЗАЦІЇ КЛАСТЕРА 
Радіюс сферичного кластера, який містить N  атомів є 
 RN = N1/3r0. (21) 
Потенціял йонізації і енергія прилипання електронів за визначен-
ням мають вигляд: 
 1( ) ( ),e eN NN N N N NIP E R E R
−= −  (22) 
ТАБЛИЦЯ 1. Величини (в еВ), виділені з розрахунків методом Êона–
Шема для бездефектного металу в моделю стабільного желе [17], вакан-
сійний внесок в роботу виходу електронів 
1W  (16), а також 
1
effW  (19), роз-
раховані для різних температур; a0 — Борів радіюс. 
TABLE 1. The quantities (in eV) extracted from the Kohn–Sham calculation 
for defect-free metal in stabilized jelly model [17] and the results for the va-
cancy corrections to the electron work function 
1W  (16) and 
1
effW  (19) for dif-
ferent temperatures; a0 is the Bohr radius. 
 0 0,sr a  T, Ê ′− φ
0 0( )en  0 0B n  ′e0 0J( )n  −
1
vW c  −
1
eff vW c  
Al 
2,055 
2,070 
2,078 
2,101 
0 
300 
466 
933* 
3,0353 
2,9907 
2,9678 
2,9026 
5,6588 
5,4195 
5,2893 
4,9476 
2,5421 
2,4882 
2,4602 
2,3814 
5,1656 
4,9172 
4,7817 
4,4264 
– 
17,8 
– 
– 
Na 
3,906 
3,959 
3,990 
4,012 
0 
186 
293 
371* 
0,8281 
0,8056 
0,7725 
0,7838 
2,0227 
1,8636 
1,7725 
1,7201 
0,0925 
0,0723 
0,0611 
0,0532 
1,2871 
1,1303 
1,0682 
0,9895 
– 
5,23 
– 
– 
*Tm — температура топлення (melting temperature). 
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 1( ) ( ),e eN NN N N N NIP E R E R
−= −   
де 1 1/e eN NN NE E
+ −
 — загальні значення енергії сфери з надлишковим 
зарядом +e/−e. Тут Ne = ZN — повне число валентних електронів в 
нейтральному кластері. 
 Основою даного підходу є розкладання хімічного потенціялу ва-
лентних електронів нейтрального кластера за ступенями обернено-
го радіюса −1NR  [16,17] і відповідне розкладання питомої поверхне-
вої енергії σ (liquid drop model): 
 
−
−
µ µ
µ = µ + + +
σ σ
σ = σ + + +
31 2
0 2
31 2
0 2
( ) ( ),
( ) ( ),
N N
N N
N N
N N
R O R
R R
R O R
R R
 (23) 
де величини µ0 та σ0 відповідають пласкій поверхні (RN → ∞). Тут 
µ0 = µ0 (див. (13)). 
 З умови механічної рівноваги кластера в [23, 24] одержано пра-
вила сум, зокрема 
 
σ
µ =
 σσ µ
µ = − ≡ µ d − 
 
0
1
2
01 1
2 1 1
0 0
2
,
2
,
2
n
n
n B B
 (24) 
де d1 = σ1/σ0. 
 Íагадаємо дискусію в літературі про коефіцієнти α і β перших 
розмірних поправок потенціялу йонізації та енергії прилипання 
 
2
0
2
0
,
.
N
N
N
N
e
IP W
R
e
EA W
R
= + α
= − β
 (25) 
Величини α = 3/8 та β = 5/8 були одержані з використанням сил зо-
браження. Потім було з’ясовано, що величини α = 1/2 − µ1/e2 та 
β = 1/2 + µ1/e2 містять параметер µ1, характерний для кожного мате-
ріялу, точно так само як і W0 [14]. 
 Якщо в кластері міститься Nv вакансій, тоді його радіюс  
 RN,v = (N + Nv)1/3r0 ≈ RN(1 + cv/3), (26) 
а відносна концентрація вакансій cv = Nv/N = (r0/Rv)3, де Rv — радіюс 
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надґратниці Віґнера–Зайтца, що припадає на одну вакансію в клас-
тері (рис. 1). Передбачається, що RN,v >> Rv. 
 За аналогією для кластера з вакансіями в асимптотичному на-
ближенні використовуємо вирази 
 
µ µ
= − − +
µ µ
= − − −
2
1 2
,v eff 2
,v ,v,v
2
1 2
eff 2
,v ,v,v
,
2
,
2
N
N NN
N
N NN
e
IP W
R CR
e
EA W
R CR
 (27) 
де Weff задано (1) та (19). Останній доданок у (27) — енергія однора-
зово зарядженої сфери з електричною ємністю 
 CN,v = RN,v ≈ CN(1 + cv/3) (28) 
у відповідності з визначенням (26). 
4. ТЕОРІЯ ЗБУРЕНЬ У КОМІРКОВОМУ НАБЛИЖЕННІ 
Розділимо умовно кластер на Nv сферичних надкомірок Віґнера–
Зайтца радіюса Rv по числу вакансій, =
3 3
v v ,vNN R R . Muffin-tin-
потенціял надкомірки замінюється на сферично симетричний 
(рис. 1). 
 Хвильова функція основного стану електрона в кластері, що 
складається з N атомів і Nv вакансій, визначається хвильовим рів-
нянням 
 
2
2
eff eff,v
1
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),
2
Nv
i b
i
v r v
m =
 
− ∇ Ψ + + d − Ψ = e Ψ 
  
∑r r R r r  (29) 
в якому вакансії центровані в точках Ri; Ri < RN,v. Одноелектронний 
ефективний потенціял (попередньо обчислений в моделю стабільно-
го желе) навмисно розділений таким чином, що сферично симетри-
чний потенціял veff(r) формує дно зони провідности і зовнішній по-
верхневий бар’єр, а dveff,v(r − Ri) формує i-вакансію (рис. 2). Енерге-
тична щілина eb зумовлена зсувом енергії основного стану внаслідок 
наявности вакансій. 
 Припустимо, що потенціяльне поле має «сферичну періодич-
ність». Тоді, як це прийнято в теорії конденсованого стану, зручно 
представити хвильову функцію електрона в основному стані Ψ(r) у 
вигляді добутку двох функцій 
 Ψ(r) = ψc(r)u(r). (30) 
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 Ôункція ψc(r), яка змінюється на масштабі всього кластера, мо-
дулюється на міжвакансійних відстанях функцією u(r). Ôункція 
u(r) всередині надкомірки, центрованої, наприклад, в точці Ri, буде 
збігатися з хвильовою функцією uWS(|r − Ri|), що задовольняє рів-
нянню Шрединґера в надкомірці Віґнера–Зайтца 
 u(r) = uWS, r ≤ Rv. (31) 
 Далі величину eb представимо у вигляді суми 
 eb = e(0) + e(1), (32) 
де 
 e = + 〈d 〉 + ≡(0) 1 10 eff,v effv .RT v W W  (33) 
 
Рис. 2. Енергетична діяграма кластера з вакансією в центрі (а) і схема для 
обчислення поверхневого інтеґрала i-ї комірки в теорії збурень (б). 
Fig. 2. Energy diagram for cluster of atoms with the centred vacancy (а) and 
scheme for calculation of the integral over surface of i-th cell (б). 
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В формулі (33) T0 — енергія основного стану електрона, що обчис-
люється у наближенні потенціялу нульового радіюса, 〈d 〉eff,v vRv  — 
усереднений за об’ємом кластера внесок потенціяльної енергії від 
електрон-вакансійного потенціялу d ≡ −eff,v eff,v eff( ) ( )v r v r v , де самоу-
згоджений одноелектронний профіль потенціялу veff,v(r) обчислено 
за методом Êона–Шема в присутності вакансії, effv  — положення 
дна зони провідности за відсутности вакансії (рис. 2, a). 
 Ìірою радіюса дії потенціялу нульового радіюса є довжина роз-
сіювання електронів Lv (вона ж є і радіюсом псевдопотенціялу для s-
фази розсіювання) на вакансійному потенціялі. Для електрона ва-
кансія представляє потенціяльний бар’єр, тому Lv > 0 (Lv = 1,85a0 і 
1,93a0 для Na і Al відповідно). Якщо RN,v >> Lv, взаємодія електрона 
з вакансіями може бути описана за допомогою оптичного набли-
ження Ôермі: 
 =

2
v
0 v3
0
3
.
2
L
T c
mr
 (34) 
Середнє поле надґратниці. Енергія основного стану електрона, на-
приклад, в центральній комірці (Ri = 0, рис. 1) визначається рішен-
ням рівняння Шрединґера  
 
2
2
eff,v 0 ,v W( ) ( ) ( ) 02 N S
v T R u r
m
 
− ∇ + d − = 
 
r

 (35) 
з крайовими умовами 
 
=
∇ =
v
W ( ) 0,S r Ru r  (36) 
тобто uWS(r) поводиться як пласка хвиля на межі комірки. 
 Розв’язок рівняння (35) може бути спрощене шляхом заміни по-
тенційного профілю в комірці на другу крайову умову 
 
=
=
v N,v
W ( )
( ) 0.S r L Ru r  (37) 
 Для цього має виконуватися нерівність Lv(RN,v)/Rv << 1. Величина 
Lv(RN,v) є довжиною розсіяння електрона на вакансії у кластері. 
 Підстановка виразу для хвильової функції електрона 
 
( )0 v ,v
W
0
sin ( )
( )
4
N
S
q r L RA
u r
q r
 − =
π
 (38) 
у другу крайову умову приводить до рівняння 
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 [q0(Rv − Lv)] − q0Rv = 0, (39) 
з якого знаходиться 
 =

2 2
0
0 .2
q
T
m
 (40) 
Такий підхід вперше використаний в роботі [25]. 
 Розмірна залежність T0 автоматично встановлюється із залежно-
сти 
−= + 3v ,v v( ) ( )N NL R L O R  [26]. Внаслідок цього можна знехтувати 
слабкою залежністю T0 та 〈d 〉eff,v vRv  від RN,v. 
 Слід зазначити, що обчислення за (39) і (34) узгоджуються одне з 
одним тим краще, чим менше cv. Розв’язок рівняння (20) у надко-
мірці для Al при cv = 0,01 і 0,05 приводить до значень T0 = 0,0388 еВ 
і 0,2535 еВ відповідно. Вираз (34) дає менші значення (T0 = 0,0296 
еВ і 0,1480 еВ), що вказує на меншу точність оптичного наближен-
ня. 
 Величина 〈d 〉eff,v vRv  визначається виразом 
 〈d 〉 = Ψ d Ψ = π d
π∫ ∫
v* 2v
eff,v eff,v eff,v3 0v
0
3
( ) ( ) ( ) 4 ( ),
4
R
R
c
v d v dr r v r
r
r r r r  (41) 
у якому зручно підставити 
−= 1/3v 0 vR r c . 
Теорія збурень. Використовуючи рішення рівняння Шрединґера в 
комірці і вираз (33), можна записати рівняння для функції ψc(r). 
Підставимо (30) і (35) у рівняння (29), яке після простих перетво-
рень може бути переписано у вигляді 
 
 ∇ −
− ∇ − ∇ + ψ = e ψ 
−  
∑ 
2 2
2 (1)W
eff
=1 W
(| |)
( ) ( ) ( ).
2 (| |)
Nv
S i
c c
i S i
u
v r
m m u
r R
r r
r R
 (42) 
 Рівняння (42) містить «потенціяльний» профіль у вигляді перех-
ресного доданку. Перехресний доданок в (42) може бути врахований 
за теорією збурень. Раніше подібна процедура виконувалася з ме-
тою визначення енергії основного стану та ефективної маси елект-
ронів і позитронів в нескінченних металах. В [27, 28] теорія збурень 
будувалася на базисі коміркових хвильових функцій, а ψc(r) виби-
ралася у вигляді пласкої хвилі. В [29] використовувалося розкла-
дання ψc(r) по пласким хвилям в кристалі. У нашому випадку увагу 
акцентовано на крайових умовах для ψc(r) на поверхні, що приво-
дить до дискретного енергетичного спектру електронів. 
 Визначимо енергію електрона в потенціяльній ямі veff(r) всього 
кластера, вважаючи яму глибокою. Тоді крайова умова для рівнян-
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ня (42) має вигляд 
 =ψ =,v( ) | 0.c r RNr  (43) 
 Після розкладання ψc(r) по базису хвильових функцій нескін-
ченно глибокої ями, енергія e(1) може бути представлена в зручній 
для подальших обчислень формі 
 
π
e = + d

2 2
(1)
2
,v
( ) ,
2 N
V r
mR
 (44) 
при цьому, в якості збурення в (42) обрано оператор 
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 Діягональний матричний елемент являє собою поле dV(r), усере-
днене за основним станом з квантовими числами nr = 1, l = 0 
 d = ψ d ψ∫
< ,v
( ) ( ) ( ) ( ),
r RN
V r d r V r rr  (46) 
де 
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 Безпосередня оцінка дає несподіваний результат: 
 ( ) ∇d ≈ ψ∇ψ ≈ 
 

2
W v
v ,v 2
W ,vv
( ) ,S N
S N
u R
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 (48) 
де кутові дужки означають інтеґрування за об’ємом кластера. 
 Така оцінка, здавалося б, вказує на порушення ієрархії в розкла-
данні (44), тому що, на перший погляд, 〈dV(r)〉 має порядок 
(RvRN,v)
−1, в той час як перехресний доданок має порядок 
−2
NR . Однак 
інтеґрування по кутах в (48) вводить новий малий параметер 
 ξ = = <<1/3v v v
v 0
1,
L L
c
R r
 (49) 
і в результаті з’являється додатковий множник, пропорційний до-
бутку (Rv/RN,v)ξ, тобто другий малий параметер. 
 Внаслідок того, що збурення dV(r) відбувається на масштабі ко-
мірки, в (48) буде логічним перейти до інтеґрування по комірці і 
скористатися Ґріновою формулою 
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 Для подальших обчислень в (50) використовуємо наступний при-
йом. Розвинемо функцію ψ2(r), яка повільно змінюється у межах 
комірки, в ґрадієнтний ряд поблизу кожного Ri: 
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Тоді для ґрадієнту та Ляплясіяна від функції ψ2(r), за умови вико-
ристання розвинення ψ2(r) за степенями малости |r − Ri|/Ri ≡ Rv/Ri, 
маємо 
 
   ψ ψ ψ
∇ψ = + = +   
     
22 2 2 2
2 v v
2 2
v
( ) ( ) ( )
( ) 1 ,i i i
R Ri i i ii i
R Rd R d R d R
r O
dR R r dR rdR R
r r
2
 (52) 
і в тому ж наближенні 
 ( )2 2 2 2 3 3v
v
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r r O R R
>> =
∇ ψ = ∇ ψ +  (53) 
Підставляючи ці вирази в (50), одержуємо 
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Використовуючи вираз для хвильової функції (38), одержимо 
 ( )
=
= − ξ − ξ + ξ2 3W
v
3
ln ( ) ( ).
2S r R
u O  (55) 
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Очевидно, обидва доданки в правій частині (54) є конкурувальними. 
 Інтеґрал за поверхнею у i-ї комірці береться точно при довільно-
му значенні r (рис. 2, б), 
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 (56) 
тобто кутове інтеґрування при Ri >> Rv дало додатковий ступінь 
Rv/Ri. Переходячи від підсумовування до інтеґрування в (54), з ура-
хуванням множника з (56) і виразу (38), маємо 
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 Другий член в (50) після переходу до інтеґрування за об’ємом 
всього кластера може бути зведений до інтеґрування по його повер-
хні. У цьому випадку, внаслідок крайової умови ψ(RN,v) = 0, він зни-
кає. Остаточно для 〈dV(r)〉, враховуючи (56) і (57), одержимо 
 ( )  π  d = − ξ + ξ +     π   

32 2
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 (59) 
 До числа відкинутих доданків в квадратних дужках (59) відно-
сяться також внески в енергію від «забороненого» об’єму в кожній 
комірці, обумовлені наявністю «твердого осередку», іншими сло-
вами, крайовою умовою uWS(Lv) = 0 для функції в комірці. 
 В результаті, використовуючи (19), (27), (28), (32), (44) і (53), ос-
таточна формула для потенціялу йонізації набуває вигляду 
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 (60) 
де параметер ξ визначається формулою (49). 
 Енергія прилипання EA виражається формулою (60), але з про-
тилежним знаком енергії зарядки. 
5. РЕЗУЛЬТАТИ ТА ОБГОВОРЕННЯ 
Êластери атомів мають структурну періодичність, яка носить ско-
ріше не трансляційний характер, а має властивість «сферичної пе-
ріодичності» [30]. Ця періодичність обумовлена сферичними шара-
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ми атомів (атомними оболонками). Число атомів в кластерах із за-
повненими атомними шарами N
*
 = 13, 55, 147, 309, … Інша особли-
вість, притаманна тільки металевим кластерам, обумовлена запов-
ненням електронних оболонок в міру збільшення кількости атомів. 
Êластери з заповненими електронними оболонками мають підви-
щену стабільність у порівнянні з кластерами інших розмірів, обо-
лонки яких частково заповнені [31, 32]. У квазикласичному на-
ближенні ріжниця між магічними та немагічними кластерами стає 
малопомітною. Для кластерів з вакансіями ми можемо ввести міні-
мальне число N = 12, що відповідає сферичності задачі. 
 У розрахунку e(1) було прийнято, що всі надкомірки еквівалентні 
одна одній, аж до поверхні кластера. Íасправді, поверхневі комір-
ки відрізняються від об’ємних, тобто частково «зруйновані». Оці-
нимо внесок приповерхневого шару, завтовшки y в діягональний 
матричний елемент e(1). Для цього досить у (57) провести інтеґру-
вання від (RN,v − y) до RN,v. В результаті внесок від комірок розміще-
них в шарі товщиною y поблизу поверхні кластера, дає величину 
порядку y/(RvRN,v)
3, і оскільки y ≈ Rv, то зроблене припущення ко-
ректне. 
 У зв’язку з цим, а також використанням умов сферичної періо-
дичности (30) і (36), мінімальний розмір кластера з вакансіями мо-
же бути вибраний з умови ≥
*
v 12N . При cv = 0,01 для двох перших 
сферичних оболонок 
*
v 12, 54N =  повне число атомів N = 130, 5500, 
що для Al відповідає RN,v = 0,8, 2,8 нм. 
 Однак, більш послідовним буде вибір границі застосовности ви-
разу (60) з умови розкладання хімічного потенціялу електронів 
нейтрального кластера в ряд за ступенями оберненого радіюса: 
 
π
µ ≥ µ +

2 2
1 2 .2N
R
m
 (61) 
 У свою чергу, це приводить до значень N ≥ 9,4⋅103 (R ≅ 4,5 нм) та 
N ≥ 5,46⋅104 (R ≅ 6 нм) для Na та Al відповідно. 
 Êластери великого розміру добре детектуються в експерименті. 
Íаприклад, в роботі [33] повідомлялося про фіксації із точністю 
приблизно 10
−2
 еВ за допомогою фотоелектронної спектроскопії ку-
лонівських сходинок (EC = e2/RN) йонізованих кластерів 
−
<32000AlN . 
 Для кластера з однією вакансією (cv = 1/N) застосування виразу 
(30) є некоректним. Для моновакансії коміркою, в певному сенсі, є 
сам кластер. Умови на його поверхні приводять до рівняння 
sin[q0(RN,v − Lv)] = 0 на власні значення хвильового числа. У цьому 
випадку, утримуючи перші поправки, величина 
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при цьому інтеґрування в (41) має проводитися від 0 до RN,v, а поте-
нціял йонізації набуває вигляду 
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де G = 2,72 еВ та G = 9,72 еВ для Na та Al відповідно. 
 Вирази (60) та (62) для бездефектного кластера (cv = 0) співпада-
ють при Lv = 0. 
 Величина d1 в (24) визначалася неодноразово [14]. Ìи використо-
вуємо розраховані в моделю стабільного желе [27] значення d1 = 
σ1/σ0 = 0,32r0, 0,57r0 для Na і Al відповідно (σ1 = γ/2 в табл. VI роботи 
[34]). Експериментальні значення W0 = 2,75 еВ, IP1 = 5,14 еВ і W0 = 
4,28 еВ, IP1 = 5,99 еВ, а також σ0/B0 = 0,70 і 0,40 для Na і Al відпові-
дно, взято з [35]. 
 Íа рисунку 3 для Na наведено залежності (25) і (60). Внаслідок 
того, що формула (25) дає значення IP1 всього на 10% вище експе-
риментального, передбачалося за вимірюваннями IPN≤100 для магіч-
них кластерів (див. рис. 28 в [31]) із застосуванням (25) визначати 
істинні значення W0. Експериментальні значення W0 для ряду ма-
теріялів сильно залежать від методик вимірювання. З іншого боку, 
розмірні поправки ∼
−2
,vNR , а саме останній доданок в (60) обумовле-
ний квантуванням, призводять до «патологічної» поведінки IPN і 
EAN в області малих N. Така поведінка демонструється на рис. 3 за-
лежністю (60), що побудована для двох значень концентрації вака-
нсій cv = 0, 0,05 і змушує нас акцентувати увагу на межі застосуван-
ня виразу (61), і більш детально дослідити ці залежності поблизу 
початку координат. 
 Рисунок 4 уможливлює визначити точність моделю та його адек-
ватність за різних умов. Íа рисунку 4 наведено залежності для ве-
ликих кластерів Na і Al, розраховані за формулами (62) з cv = 1/N 
(суцільні лінії) і (60) для значень cv = 0,01, 0,05 (пунктирні лінії). 
Суцільні лінії є опорними (cv ≥ 1/N), а точки перетину пунктирних 
із суцільними лінями позначені кружками. У міру зростання кон-
центрації вакансій збільшується зміщення e(0). Саме на цю величи-
ну зсувається значення роботи виходу W0 вздовж вісі ординат. Вер-
тикальними штриховими лініями позначені межі застосовности 
даного розвинення. Слід відзначити помітну вакансійну залежність 
кривих як для потенціялу йонізації, так і для енергії прилипання 
електронів. 
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 Представлений підхід є перспективним для експериментального 
визначення концентрацій точкових дефектів або домішок в класте-
рах металів. Для цього попередньо потрібно розрахувати довжину 
розсіювання електронів на відповідному дефекті в 3D-металі. Зок-
рема, може бути вирішене питання про концентрацію вакансій в 
кластері при температурі топлення. Використовуючи рисунок 4 як 
сітку значень, при попаданні експериментального значення IP на 
одну з кривих фіксується величина cv(N) при заданій температурі. 
 Загальним недоліком моделей типу «желе» є припущення про 
ідеальну сферичну форму кластерів атомів металу. 
6. ВИСНОВОК 
У даній роботі запропоновано послідовну процедуру знаходження 
роботи виходу електрона і потенціялу йонізації великих металевих 
кластерів, що містять вакансії, яка базується на попередньо 
розв’язаній задачі про розсіяння електронів на моновакансії в ма-
сивному металі методом Êона–Шема в моделю стабільного желе. 
 Одержані результати для роботи виходу напівнескінченного ме-
талу справедливі в лінійному за cv наближенні, а також припущен-
ні рівности нулю тиску в металі. У поправки ∼ 2vc  вже увійдуть по-
хідні 0/dA dn  (див. (20)). Для їх обчислення необхідно використати 
 
Рис. 3. Розрахункові залежності IP і EA для Na в різних наближеннях: 
(25) — суцільні лінії (cv = 1/N), (60) — пунктирні лінії для cv = 0, 0,05 
Fig. 3. Calculated dependences of IP and EA for Na within the various approx-
imations: (25)—solid lines (cv = 1/N), (60)—dotted lines for cv = 0, 0.05. 
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методику роботи [15]. 
 Самоузгоджені профілі потенціялів використовуються для ви-
значення вакансійного зсуву енергії основного стану в металевому 
кластері-сфері у вигляді серії розмірних поправок. Передбачалася 
сферична періодичність в розташуванні вакансій. Визначено межі 
застосування даного розкладання за ступенями оберненого радіюса 
R−1: R > 4,5 нм і R > 6 нм для Na і Al відповідно. 
 Представлений підхід є перспективним для експериментального 
визначення концентрацій точкових дефектів або домішок в класте-
рах металів. Для цього попередньо потрібно розрахувати довжину 
розсіювання електронів на відповідному дефекті в 3D-металі. Оде-
ржані аналітичні вирази зручні для аналізи результатів фотойоні-
заційних експериментів. За їх допомогою, зокрема, може бути ви-
значена концентрація вакансій в кластері поблизу температури то-
плення. При попаданні експериментального значення потенціялу 
йонізації IP (або енергії прилипання EA) на одну з розрахованих 
розмірних і концентраційних залежностей IP (або EA), автоматич-
но фіксується розмір кластера і концентрація вакансій при заданій 
температурі. 
 Àвтори висловлюють подяку С. Ì. Пінчук за перегляд рукопису 
 
Рис. 4. Розрахункові залежності IP і EA для великих кластерів Na і Al, 
одержані за формулами: (62) — суцільні лінії (cv = 1/N), (60) — пунктирні 
лінії для cv = 0,01 (верхні криві) і 0,05 (нижні криві). 
Fig. 4. Calculated dependences of IP and EA for large Na and Al clusters ob-
tained by the formulas: (62)—solid lines (cv = 1/N), (60)—dotted lines for 
cv = 0.01 (upper curves) and 0.05 (bottom curves). 
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